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Es bezeichne C= den Raum aller auf der reellen Achse R(— ¢ << x < o)
komplexwertigen, beliebig oft differenzierbaren Funktionen.

In [5] wurde folgender Satz iiber die asymptotische Approximation simt-
licher Ableitungen der Funktionen aus C* durch die entsprechenden Ablei-
tungen ganzer Funktionen bewiesen.

SATZ |.  Zu jeder Funktion fe C*, jeder auf R positiven, stetigen Funktion
h und jeder Folge reeller Zahlen ¢, mit 0 < ¢, < ¢, 0y (n = 0, 1, 2,...) und
lim, .., ¢, = oo gibt es eine in der ganzen komplexen z-Ebene (z = x - iy)
analytische Funktion g so, dafi fiir allen = 0, 1, 2,... gilt

) — gl <) (x| = e ()

Ist f auf R positiv, so kann hierbei auch die Funktion g auf R positive gewdhlt
werden.

Dieser Satz verschirft insbesondere den 1927 von Carleman [1] bewiesenen
Approximationssatz, dal zu jeder auf R stetigen Funktion f und jeder auf R
positiven, stetigen Funktion 4 eine ganze Funktion g mit

fx) — g < h(x) (x€ R)
existiert.

Neuere Beweise dieses Carlemanschen Satzes wurden in [3, 6, 9] gegeben.
In [4] wurde ein entsprechender Satz iiber die asymptotische Approximation
durch ganze Dirichlet-Reihen bewiesen.

Beziiglich Satz 1 kann man vermuten, daB sich an die approximierende
ganze Funktion g und ihre sdmtlichen Ableitungen noch zusétzlich zu der
Bedingung (1) gewisse Interpolationsforderungen stellen lassen.

Wir beweisen in dieser Arbeit als wesentliche Verschirfung von Satz 1 den
folgenden Approximations- und Interpolationssatz.

SATZ 2. Zu jeder Funktion fe C*=, jeder auf R positiven, stetigen Funktion
h, jeder Folge reeller Zahlen ¢, mit 0 <c, <cppy (m=0,1,2,.),
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GANZE FUNKTIONEN 117

lim, . ¢, = oo und zu jeder Folge verschiedener reeller Zahlen x,(m =
0, 1, 2,...) ohne endlichen Hdufungspunkt gibt es eine ganze Funktion g so,
dap fiir allen = 0,1, 2,... gilt

[ f™(x) — g™ (x)] < h(x) (x| =¢) (2)
und
g™ (xy) = f"x,)  (fir alle m mit | x,, | = c,). 3)

Mit der in dieser Arbeit benutzten Beweismethode 14Bt sich entsprechend
fiir die endlich oft differenzierbaren Funktionen der folgende Satz zeigen.

SATZ 3. Zu jeder k-mal stetig differenzierbaren Funktion f auf R, jeder
positiven, stetigen Funktion h auf R und zu jeder Folge verschiedener reeller
Zahlen x,(m = 0, 1, 2,...) ohne endlichen Hdufungspunkt gibt es eine ganze
Funktion g so, daf fiirn = 0, 1,..., k gilt

| f(x) — g™(x)] < h(x)
und
g (x,) = f(x,) (xeR;m=0,1,2,..).

Zum Beweis von Satz 2 benutzen wir die folgenden drei Hilfssitze.

LemMma (a). Essei{z, }(m = 0, 1, 2,...) eine Folge verschiedener komplexer
Zahlen ohne endlichen Hdufungspunkt, und es sei jedem m = 0, 1, 2,... eine
ganze Zahl k,, > 0 zugeordnet. Dann gibt es zu beliebig vorgegebenen kom-
plexen Zahlen w,,, (0 <1 < k,, ; m =0, 1, 2,...) eine ganze Funktion ¢ mit

¢ z) = Wup O <T<k,;m=012.). 4)

Lemma (a) ist als Spezialfall eines allgemeineren Interpolationssatzes in
[8, Theorem 15.15 S. 298] enthlaten.

Um zusitzlich zu der Interpolationseigenschaft (4) eine in gewissem Sinne
von den Werten w,, ; unabhingige Abschitzung fiir die Ableitungen ¢V(z)
in der ganzen z-Ebene zu erhalten, verschirfen wir Lemma (a) in folgender
Weise.

LemMma (b). Essei0 <c¢, <c,,,(n=0,1,2,..)mitlim,_, c, = o, es sei
{z,3m = 0, 1, 2,...) eine Folge verschiedener komplexer Zahlen ohne endlichen
Hiufungspunkt, und es seien k,, =0 (m = 0, 1, 2,...) ganze Zahlen. Ferner
seien B, (m = 0, 1, 2,...) positive Zahlen. Dann existiert eine in der ganzen
z-Ebene positive, stetige Funktion D mit folgender Eigenschaft: Zu allen
komplexen Zahlen w,, , (0 <1 < k,,;m =0, 1, 2,...) mit

| Wil < Bm (0 <I<ky;m=0,1,2,..) (5)



118 LOTHAR HOISCHEN

gibt es eine ganze Funktion ¢ so, dap fiir alle m,n = 0, 1, 2,... gilt

¢(l)(zm) = Wy1 (O < 1 < km) (6)
und
L) < D) (lzlelen, o] 0 <1 < ky). (7

Die abschdtzende Funktion D in Lemma (b), die wesentlich von den
Schranken B,, abhingt, ist also bei Giiltigkeit von (5) unabhdngig von der
Wabhl der w,, ; .

Beweis. Zu jedem i, j (0 <j < k;; i =0, 1, 2,...) widhlen wir nach
Lemma (a) eine ganze Funktion b; ; mit

! (m=1i1=j)
bBz) = {0 (=50 <I<hy;l#)) (8)
0 (m=£10,0 <1<k,
furallem =0, 1, 2,.... .
Wir bestimmen zu i = 0, 1, 2,.... Zahlen ¢, > 0 so klein, daB die Reihe

>

Z b; 4(2)] )

n[\/]8

in jeder kompakten Teilmenge der z-Ebene gleichmiBig konvergiert.
Ferner bestimmen wir nach Lemma (a) eine ganze Funktion £ mit der
Eigenschaft

U—Onw—QL2)

1/€m
EO(z) = (1 <I<ky:m=0,1,2,..). (10)

Als Funktion D wihlen wir nun eine in der ganzen z-Ebene positive, stetige
Funktion so, daB fiirallen = 0 1 2,... gilt

D(z) > Ki(z)  (lz]€len, cand) (In

Kulz) — 2" z BV S (z B Y | b§f‘,-’(z){),

u=0 \i=0

wobei die Konvergenz der unendlichen Reihen K, (z) aus (9) folgt.
Zu gegebenen komplexen Zahlen w,, ; mit der Eigenschaft (5) bilden wir

$(z) = E(2) Q2) (12)

mit

Q0(z) =

nMs

i 05,3 b A2). (13)
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Nach (5) und (9) sind Q und ¢ ganze Funktionen. Aus (8), (10), (12), und (13)

folgt fiir ¢ die Interpolationseigenschaft (6).
Ferner ergibt sich aus (5), (11), (12), und (13) fiirallen = 0, 1, 2,...

Lol
1$9@) < Y () E@@I Q)

Ky kn
<2 Y [EW(2)| Y | QW (2)l

S Ku(2) < D) (zl€len, annh 0 <1 < k)
Damit erhalten wir die Abschitzung (7), so daB Lemma (b) bewiesen ist.

LEMMA (¢). Es sei 0 < ¢, <cepyy (=0, 1, 2,...) mit lim,_., ¢, = ©
und d, >0 (n =0, 1, 2,...). Dann gibt es zu jeder auf R positiven, stetigen
Funktion h eine ganze, auf R positive Funktion b so, daf u(x) = 1/[b(x)] fiir
allen = 0,1, 2,... die Ungleichung erfiillt

‘ u(x) 1 <h(x) (x| =e¢n30<I<n). (14)

u(x) | [u(x))%

Beweis. Ersetzt man u durch 1/b, so hat (14) die Gestalt

] B <i (x1>ci0<i<n. a9

Durch Ausdifferenzieren von 1/b in (15) folgt nach Satz 1 sehr leicht, dal es
zum Beweis von Lemma (c) geniigt, die Existenz einer auf R positiven Funk-
tion b € C* mit der Eigenschaft (15) zu zeigen, da nach Satz 1 dann alle in
(15) auftretenden Ableitungen von b so gut asymptotisch durch die ent-
sprechenden Ableitungen einer ganzen, auf R positiven Funktion approxi-
miert werden kénnen, dall (15) auch fiir diese ganze Funktion gilt. Somit
geniigt es also, die Existenz einer auf R positiven Funktion u € C* mit der
Eigenschaft (14) zu zeigen. Dieses ist jedoch, wie man leicht zeigt, mit dem
Nachweis gleichwertig, dall zu beliebigen positiven Zahlen d,, , zu beliebigen
natiirlichen Zahlen £, (n = 0, 1, 2,...) und zu jeder auf R positiven, stetigen
Funktion /4 eine auf R positive Funktion u € C* mit

t u(x)

1
) |W<h(X) (Ixjehrn+15,0<I<k,) (16)

fiir alle n = 0, 1, 2,... existiert.
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Jeder Term der Gestalt u'(x)/[u(x)'*?])(v = 0, 1, 2,...) mit einem g > 0
1468t sich als eine endliche Summe schreiben deren Summanden bis auf
konstante Faktoren von der Gestalt

v

[

=0

(1) my

[uti] :

sind mit positiven ¢, und natiirlichen m;, wie sich leicht durch Induktion
nach v bei Differentiation von z9(x)/[u(x)1*?] nach der Quotientenregel
ergibt.

Daher geniigt es zum Beweis von (16) zu zeigen dall zu beliebigen natiir-
lichen Zahlen k, und &, (7 == 0, 1,2,...), zu beliebigen positiven Zahlen
dp; O<i<b,;n=0,1, 2,...) und zu jeder auf R positiven, stetigen
Funktion / eine auf R positive Funktion # € C* mit

10
‘3[7(;)—]&—; < h(x) (xle[mn+15,0<1<k,;0=<i<b,)

(17)
fiir allen = 0, 1, 2,... existiert.
Wir wéhlen zundchst die spezielle Funktion { € C* mit
0 < 0),
U(x) = 1/cf o dt (0 < x <), (18)
1 (x > 1),

wobei  p(t) = exp(—1/t — /(1 — )0 <t < 1), p@0) = p(l) =0,
c = J'(l) p(t) di gesetzt wird, und exp die Exponentialfunktion bedeutet.
Wir setzen ferner

e (i x]e2m,2m+ 11,

n

1
W T e (e, — <) om <2

m+1 m+1

(Ixle2m-+1,2m -+ 2]

e 09

firr alle s = 0, 1, 2,..., wobei wir positive Konstanten y,, so grof3 wihlen, daf3

ymd2m+1.i - k2m+1 >0 (O 2m+1) (20)

gilt, und hinreichend kleine Zahlen €, > 0 mit €,.; < ¢, noch so zu
bestimmen haben, daB (17) fiir die Funktion « aus (19) erfiillt ist.

Aus (18) und (19) folgt 1/u € C= und somit auch ue C», da 1/u auf R
positiv ist.
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Offensichtlich lassen sich die Zahlen ¢, in (19) einerseits so klein wihlen,
daB die Ungleichung (17) fiir alle Intervalie {#, n ++ 1] mit geradem n = 2m
gilt.

Fiir die Intervalle [#, 7 + 1] mit » = 2m + 1 ergeben sich andererseits
nach (19) die Ableitungen {1/[u(x)1%-}‘? als endliche Summe von Termen, die
bis auf Faktoren aus Konstanten und Ableitungen von { die Gestalt haben

{emaim 4 (e, — empLmtmi™ (0 < J < ko) (21
Alle Terme der Gestalt (21) kdnnen daher wegen (20) durch geeignete Wahl
der ¢, dem Betrage nach so klein gemacht werden, dafi die Ungleichung
(17) gilt.
Damit ist Lemma (c) bewiesen.

Beweis zu Satz 2. Es sei u eine Funktion aus C* mit u(x) > 1 (xe R)
und mit der Eigenschaft, daB b = 1/u eine ganze Funktion ist, wobei wir u
im weiteren noch mit zusédtzlichen Eigenschaften nach Lemma (c) festlegen
werden.

Wir bestimmen zu gegebenem fe C® nach Satz 1 eine ganze, von u ab-
hingige Funktion i, so, da$

WH) ) — P <1 (xlelenscnn; 0<I<n) (22

fir alle n = 0, 1, 2,... ist.

In Lemma (b) setzen wir B,, = 1 (m = 0, 1, 2,...) und wéhlen zu jedem m
die ganzzahligen k,, so, daB} k,, > m und k,, gréBer als der groBte Index n
mit | x,, | € [¢, , €nuq] ist. Wir setzen auBerdem

Wt = @00 — $00x) (0 <1< k),

so daBl die Eigenschaft | w,, ;| < B,, (0 <</ < k,,) nach (22) fiir diese w,, ;
unabhdngig von der Wah! von » erfiillt ist. Nach Lemma (b), (6) und (7)
gibt es daher eine in der ganzen z-Ebene positive, stetige Funktion D, die
unabhingig von u ist, sowie eine von « abhingige ganze Funktion ¢, so,
daB furallen = 0, 1, 2,... gilt

D) = @) Ox0) — $PEm) (| X0 | € [ 0aarls 0 <T <), (23)
[P < Dx) (I x|€[cnsCnnl; 0 <1< n). (24)

Wir bilden die von « abhingige ganze Funktion g, , die auf R gegeben ist
durch

gu(x) = u(x) i “I;(x—)
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Aus (23) folgt
(ug ) (xn) = Wf)xm) (I xXp|Elen, crnl 0 <1 <n),
woraus man durch Induktion nach !/ leicht mit einer einfachen Rechnung
die in Satz 2, (3) behauptete Interpolationseigenschaft
g0 = Fx)  (xmielens canli 0 <1< n)
herleitet. Wir erhalten aus (22), (24), und (25)

1wf)P(x) — (g ) () < 1 P +1 < Dx) + 1
(!x‘e[cnacmkl];o <l<n)

und hieraus durch Ausdifferenzieren des Produktes uf und Anwendung der
Dreiecksungleichung

7900 — g0 < 2L ) S0 — g L

Tum ML i
(X1 €lns canl; 0 <1< n) (26)

mit nur von /, nicht aber von v abhidngigen Konstanten A, , wobei die Summe
auf der rechten Seite von (26) im Falle / = 0 durch 0 zu ersetzen ist.

Da der Summationsindex j auf der rechten Seite von (26) nur bis 7 — 1
lauft, 148t sich die Ungleichung (26) sukzessiv nach allen Termen

90 — g2 O <j<n

auflésen, und man erhdlt durch Induktion nach / aus (26) mit einfachen
Abschitzungen

@ 2 w1 N
7)) — g’ (X)] < By[D(x) + 1] ‘_Z,l el 0@0"2“'“”[]:0 |4 (x)]

Y

(Ixl€len, ennl; 0 < I <m), (27)

wobei die Konstanten B; nur von / abhidngen.
Wegen der Summationsbedingung py - --* + g; < Jj und somit

j’”(#o‘l‘""*‘#z))l
folgt bei Beachtung von u(x) > 1 aus (27)

n

(v
]f(l)(x) (l)(x)l < GlD) + 11 0<un‘..;u. <n+l 1_:10 g uu())(:)C)
ottty <n+l

(Ix1€len,can]; 0 << n) (28)

mit nur von n abhidngigen Konstanten C,, .

iy 1
u(x)H D
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Nach Lemma (c), (14) kann schlieBlich die ganze Funktion b = 1/u und
damit  so gewihlt werden, daB alle Faktoren | «'”)(x)/[u(x)]|#*[u(x)] 71/ *+1 in
(28) hinreichend klein werden, um insgesamt die Abschitzung

1FP00) — gDl < hx)  (

xlefey, a; 0 <1 <)

fiir alle n = 0, 1, 2,... zu erreichen. Da wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit die Monotonieeigenschaft A(x,) < h(x,) fiir | x, | > | x; | anneh-
men diirfen, ist damit auch die Ungleichung (2) und somit Satz 2 in allen
Teilen bewiesen.

Der Beweis zu Satz 3 ergibt sich als vereinfachte Modifikation des Beweises
zu Satz 2.

Es sei noch darauf hingewiesen, daB3 neuere Ergebnisse iiber die simultane
Approximation und Interpolation durch ganze Funktionen kiirzlich in [2]
und [7] verdffentlicht wurden.
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